Obwody elektryczne — przypomnienie —
Y lil
0
W schemacie obwodu wyrézniamy & Ry
> elementy obwodu (oporniki, cewki, kondenstatory, 2réd’fam%—

> gatezie
> wezty, tj. punkty w ktérych taczy sie > 3 gatezi
| 4

oczka (tj. minimalne zbiory gatezi tworzace droge zamknieta)

W kazdej gatezi obwodu ptynie prad o okreslonym natezeniu i(t) mierzonym w
amperach [i(t)] = 1A.

Kazdy wezet obwodu A=1,2,...,N posiada okreslony potencjat elektryczny va(t)

mierzony w woltach 1V = 1&/

Zwykle zamiast postugiwac sie potencjatem, uzywamy réznicy potencjatéw
u(t) = vg(t) — va(t) miedzy weztami A i B. Cho¢ jest to wielko$¢ skalarna,

—
oznaczamy j3 strzatka zwrécona od wezta A do wezta B, tak jak wektor AB = g — Fa.

Uktad pradéw i(t) na gateziach i napieé u(t) miedzy weztami mozna uwazaé za zestaw
zmiennych dynamicznych charakteryzujacych stan obwodu jako uktadu fizycznego



Elementy obwodu i®
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u(t)

Elementy obwodu scharakteryzowane s3 zwigzkiem miedzy natezeniem
pradu i(t) ptynacego przez dany element a napieciem u(t) na tym
elemencie.

Dla idealnego opornika (rezystora) liniowego napiecie na zaciskach
u(t) = va(t) — vg(t) jest proporcjonalne do natezenia pradu ptynacego
i(t) przez opornik

u(t) = Ri(t)

Wspétczynnik proporcjonalnosci R > 0 to opér elektryczny (rezystancja)

. . _ 1‘/
opornika. Jednostka oporu jest om 1Q = 37.

Poniewaz R > 0 prad ptynie w strone punktu o mniejszym potencjale.



Elementy obwodu: kondensater

v_B(t)

| Zrédto: wikipedia
|

Dla idealnego kondensatora liniowego, natezenie pradu i(t) jest
proporcjonalne do pochodnej napiecia u(t) = va(t) — vg(t) po czasie
du(t)

dt

i(ty==C
lub

u(t) = % /t ir)dr

Wspétczynnik proporcjonalnosci C > 0 to pojemno$¢ elektryczna

mierzona w faradach:
1A-1s

1V
Czesciej stosuje sie jednostki pochodne 1uF, 1nF

1F =




Elementy obwodu: cewka

L Zrédto: Wikipedia
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Dla idealnej cewki liniowej, napiecie u(t) = va(t) — vg(t) na zaciskach
jest proporcjonalne do pochodnej natezenie pradu i(t) wzgledem czasu.
di(t)

dt

Wspétczynnik proporcjonalnosci L > 0 to indukcyjno$é cewki.
Jednostka indukcyjnosci jest henr

u(t) =1L

_1V.1s

1H
1A




Elementy aktywne obwodu: zrédta
> Zrédto napieciowe

E(t)

V_A(t) v_B(t)
Z
N\

u(t)

Napiecie na zaciskach idealnego zZrédta napiecia nie zalezy od pradu
ptynacego przez zrédto
u(t) = E(t)

» Zrédto pradowe

/N

Prad ptynacy przez idealne zrédta pradu nie zalezy od napiecia na
jego zaciskach



Prawa Kirchhoffa (1845)

» Pierwsze prawo Kirchhofa:
Suma natezen pradéw wptywajacych do dowolnego wezta
obwodu jest réwna zeru.

Dla konfiguracji z rysunku mamy ‘\i‘

Zrédto: Wikipedia

—l'1+l'2—|—l'3—l'4:0

» Drugie prawo Kirchhofa: kazdemu weztowi obwodu mozna przypisaé
potencjat elektryczny. Standardowe sformutowanie :

Suma napie¢ w dowolnym oczku obwodu jest réwna zero.

Dla konfiguracji z rysunku mamy

(VC — VA)+(VA — VB)+(VB — V(_') =0



Zastosowania praw Kirchhoffa Pl
> W kazdej gatezi zaktadamy (zupetnie dowolnie) B li‘

2 é
pewien kierunek (zwrot) pradu i pewna warto$¢ natezenia ik (t) '—@0—‘:—

» W kazdym wezle spetnione jest pierwsze prawo Kirchhoffa

h—ih—0ik3=0
» Dla kazdego niezaleznego oczka przyjmujemy (zupetnie dowolnie) pewnien
kierunek (zwrot) obiegu, i stosujemy drugie prawo Kirchhoffa:
> Napotykajac idealne zrédto napiecia E(t) piszemy +E(t) jesli
biegunowos¢ (zwrot) zrédta jest zgodna ze zwrotem obiegu (—E(t) w
przeciwnym przypadku)
> Napotykajac rezystor/cewke/kondensator piszemy .

_Rir) || - YO, —l/ti(r)dT

dt C
jesli zatozony zwrot pradu zgadza si¢ z przyjetym Zwrotem obiegu oczka

(w przeciwnym przypadku rezystor/cewka/kondensator wchodza ze
znakiem +)

> Napiecie na zrédle pradowym jest jedng z niewiadomych (tak jak prad w
gatezi zawierajacej zrédto napieciowe)

+E1—R1i1—R2i2:0, —EQ—E1+R2i2_R3i3:0
> Rozwiazujemy uktad réwnan (dla sytuacji z rysunku mamy 3 réwnania na trzy
nieznane prady).

EiRs — E2Ry . BRI+ BEBR+ER; . EilR + B2Ry + ExRy

= , I = , 3= —
RiR: + RsRo + RiRs'° RiRa+ RsRo+ RiRs'° RiRs+ RsRy + RiRs

i



Zastosowania praw Kirchhoffa: parametry zastepcze

» Przy taczeniu szeregowym

S — e o | I
R, R, R, 7rodto: L1 Lo an\/ikiped'\a(jl G Ca

prad w kazdym elemencie jest jednakowy a napiecia sie sumuja (DPK):

. di(t 1 [t
w(®) = Rei(6) || wm(®) = L3 = L / i(r)dr
N Y . L, t L. C "

rezystancja/indukcyjnoéé,/pojemnosé zas%lepcza wynosi wiec 0

n n n

1 1

Rtot = E R Lot = § L = E il

tot - k H tot - k || th : Ck
=1 =1 =1

» Przy taczeniu réwnolegtym

o . o .
Zrédlo: Wikipedia |~ 1 L
Ly pPL; Ly G C,
° .

napiecie na kazdym elemencie jest jednakowe a prady sie sumuja (PPK):

(1) = Riku(t) I didn) _ Lik“(t) Il ik(t) = Ck dz(tt)

QI

dt

w efekcie rezystancja/indukcyjno$é/pojemnos¢ zastepcza to

n n n
1 1 1 1
_ =N = Cot=) C
Riot ; Ry H Lot ; Ly H ot ; ,




Twierdzenie Tellegena

» Niech vy = vi9- — vo9 bedzie napieciem na zaciskach 1 i 2
elementu 2 obwodu. Niech iy bedzie pradem ptyngcym
przez 2" od zacisku 2 do zacisku 1. Wtedy

Zu;gig[ =0,
Z

gdzie suma przebiega po wszystkich elementach obwodu.

» Inaczej méwigc: suma mocy wydzielonych na wszystkich
elementach obwodu jest réwna zero.

» Twierdzenie Tellegena wyraza zasade zachowania energii dla
obwodéw elektrycznych.

» Dziata dla obwodéw z elementami nieidalnymi i nieliniowymi.



Moc rezystora: prawo Joule'a

V_A(t) v_B(t)

> R >0 wiec pg >0

» Znak ma znaczenie w sumie w twierdzeniu Tellegena

»  Znaki mocy innych elementéw bedziem interpretowaé w odniesieniu do ujemnej
mocy na oporniku

> Ujemny znak inerpetujemy jako pobieranie energii (np. ze Zrédet)

> Wzér na pr(t) wyjasnia doswiadczalnie zaobserwowane prawo Joule'a (1841)
llo$¢ ciepta wydzielanego na oporniku w jednostce czasu jest iloczynem jego

rezystancji i kwadratu natezenia pradu.

» Alternatywny wzér
u(t)?
R

pr(t) =



Moc zrédta napieciowego

(va—ve)iag = (— E(t)) - (—i(t)) = E(t)i(t) = +pe(t)

» Zwykle, zwrot pradu ptynacego przez zrédto taki sam jak zwrot
napiecia na zrédle (np. w obwodzie jedno-oczkowym z jednym
zrédtem)

» Dla konfiguracji z rysunku mamy w takiej sytuacji pe(t) > 0



Moc kondensatora

Zrédto: Wikipedia

| ._
| v_B(t)

. . du(t) d [1 2
(VA - VB) IAB = u(t) . (—I(t)) = —U(t) C dr = —a {2C U(t) }

» moc wydzielona na kondensatorze jest pochodna funckji stanu uktadu:
kondensator, w odréznieniu od rezystora, jest uktadem zachowawczym.

> gdy |u(t)| rosnie, kondensator daje ujemny wkfad do sumy, pobierajac energie
(podobnie jak opornik)

> gdy |u(t)| maleje, kondensator daje dodatni wktad do sumy, oddajac energie
(podobnie jak Zrédto)

P> energia zmagazynowana w polu elektrycznym kondensatora to

bc = %C u(t)?



Moc cewki

vV v v v

L Zrédto: Wikipedia

cewka, podobnie jak kondensator jest uktadem zachowawczym.
gdy |i(t)| rosnie, cewka pobiera energie z obwodu
gdy |i(t)| maleje, cewka oddaje energie

energia zmagazynowana w polu magnetycznym cewki to
1
& = 5Li(t)2

cewki sg uzywane do zapobieganie gwattownym zmianom natezenia pradu



¢ E
t adowanie/roztadowywanie i
kondensatora
» Obwdd RC ze zrédtem statego napiecia E. % R
» DPK daje réwnanie rézniczkowe liniowe na uc(t) i

. . _ duc(t)
E =i(t)R+ uc(t), i(ty=C ranl

» Rozwiazanie ogdlne zalezy od jednej statej dowolnej: poczatkowego napiecia na
kondensatorze uc(0)

uc(t)=E (1 - exp(—R—tc)) + uc(0) exp(—R—tC)
E

. t UC(O) t

I(t) = = ex (——) - ex (——)

() =% >*(~Rre R “P\TRc
u./E Ladowanie: u,(0)=0 Up/un(0) Rozladowywanie: E=0
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Napiecie sinusoidalne

>

vVvyyVvyYVYyy

v

Napiecie sinusoidalne ma postaé (w , ¢, Umax, to state wspétczynniki)
u(t) = Umaxsin(wt + ¢) (1)

Zalezno$¢ u(t) jest funkcja okresowa (periodyczna), tj. u(t + T) = u(t); okres
podstawowy T spetnia warunek wT = 27 tj.
2
T==
w
Liczbe petnych drgan (okreséw) przypadajacych na jednostke czasu nazywamy
czestoscia (czestotliwoscia)
1 w

V= — = —

T 27

Jednostka czestosci jest herc, 1Hz = 1s~1

Wielko$¢ w = 2mv nazywamy czestoscia kotowa (pulsacja);

Umax to amplituda napiecia

Funkcje ¢(t) = wt + ¢ nazywamy faza napiecia, ¢ to faza poczatkowa
Sie¢ niskiego napiecia w Europie ma Upmax = V2230V oraz v = 50Hz
W ogdlnosci, prad opdpowiadajacy napieciu (1) ma postaé

i(t) = Imaxsin(wt)

 to réznica faz miedzy napieciem a natezeniem
jesli ¢ € (0, ] napiecie wyprzedza prad w fazie o ¢
jesli ¢ € (—m, 0) napiecie opéznia sie w fazie wzgledem pradu.



e . ., Et)
Dwéjnik RC w obecnosci zrédta it

napiecia sinusoidalnego

» Napiecie sinusoidalne ue(t) R
C

E(t) = Emaxsin(wt)

> Réwnanie na uc(t)

duc(t
Emax sin(wt) = i(t)R + uc(t),  i(t)=C ”d%() ,
» szukamy rozwiazania szczegdlnego o postaci
7
uc(t) =— Cmax cos(wt — ), tj. i(t) = Imax sin(wt — @)
w

> wstawiajac do réwnania [sin(wt) = sin(wt — ¢ + ¢)]

7
Emax sin(wt—p) cos(p)+Emax cos(wt—p) sin(p) = Imax R sin(wt—¢)— gax cos(wt—p),
w
» co bedzie spetnione, jesli
. 7,
Emax COS(QD) = Tmax R: Emax Sm(@) = - C’-n::( 3

» réwnowaznie
Emax R . _ (C UJ)71

VRica: O Ve YT URica

»> W obwodach pradu sinusoidalnego zawierajacych kondensatory i/lub cewki,
napiecie jest przesuniete w fazie wzgledem natezenia pradu

Imax =



Moc w obwodach pradu sinusoidalnego

» Przyjmijmy, ze prad i napiecie na dwdjniku maja postaé
u(t) = Umaxsin(wt + ¢), i(t) = Zmaxsin(wt)

» moc chwilowa na dwdjniku

p(t) = u(t)i(t) = UnaxZmaxsin(wt + ¢)sin(wt)

1
5 UmaxZmax {cos ¢ — cos(2w t + ¢)}

» moc chwilowa oscyluje z czestoscig kotowa 2w
> amplituda oscylacji p(t) nazywa sie moca pozorng S = %UmaXImaX
> p(t) oscyluje wokét wartosci nazywanej moca czynng

1
P= 5 Umaxzmax cos

» ogdlniej, dla dowolnych pradéw okresowych, moc czynna definiujemy jako

T
P= ?/ p(t)dt, gdzie T  jest okresem
0

. . . _ 2
» Dla pradéw sinusoidalnych T = 7"



Moc w obwodach pradu sinusoidalnego Il

» moc chwilowg mozna tez przedstawi¢ w postaci
p(t) = u(t)i(t) = UnaxZmaxsin(wt + @)sin(wt)
1 1

= E UmaxZmax Cos {1 - COS(2w t)} + 5 UnmaxZmax sin ©® sin(2w t)

> pierwszy sktadnik jest nieujemny i jego Srednia w okresie jest moca
czynna

» drugi skfadnik oscyluje wokét zera z amplituda

1
Q = 5 UmaxImax Sin(@)

nazywana mocg bierng

» moc bierna jest miarg ocylacji energii miedzy elementami
zachowawczymi dwdjnika a reszta obwodu

> moc czynna na dwdjniku ztozonym z elementéw pasywnych jest
moca wydzielang na rezystancjach



Moc w obwodach pradu sinusoidalnego IV
> tréjkat mocy

S

[

QI

P

1 1 . 1
P= E UmaxZmax €os @, Q= 5 UmaxZmax Sm(@) s S= 5 UmaxZmax
> stosunek mocy czynnej do pozornej, cos ¢, to wspoétczynnik
mocy

> dla idealnego rezystora cosp =1
P jednostka mocy czynnej jest wat 1W =1V - 1A
» jednostka mocy pozornej jest woltoamper 1IVA=1V - 1A

» jednostka mocy biernej (reactive power) jest war,
lvar =1V - 1A (volt-ampere reactive)



Moc w obwodach pradu sinusoidalnego Il
» Woykres mocy chwilowej dla ¢ = 7/4

u(t) = Umaxsin(wt + @), i(t) = Imaxsin(wt), p(t) = u(t)i(t)

1.0 AT

0.5 ’
’

—  p®)(25) \ /

-——- u(t)/Umax N ¢

i(t)/Imax




Wartosci skuteczne

» Dla pradéw periodycznych o okresie T warto$¢ skuteczna
(RMS, root mean square) natezenia i napiecia definiujemy
jako

1 T
Uy = T/MW&,
0

» Dla idealnego rezystora liniowego mamy u(t) = Ri(t) oraz

pr(t) = Ri(e = "

R
» Dla pradéw okresowych, moc czynna na oporniku
T
Pr = 1 / (t)dt
R — T PR )
mozna przedatawi¢ jako 0 U2
Pr=RI% = Tj"

> Wartosci skuteczne Z i Ugy czesto oznaczasie Z i U



Wartosci skuteczne pradéw sinusoidalnych
» Dla pradéw sinusoidalnych

u(t) = Umax sin(wt+ey,) , i(t) = Zmax sin(wt+p;), © = Pu—p;
wartosci skuteczne wynosza [ sin?(wt) + cos?(wt) =1 ]

Imax U, — Umax
\/5 ) sk \/§

» moc czynna (P), bierna (Q) i pozorna (S) maja w tym
przypadku postaé

z—sk =

P = Usstk Cos Q - Usstk Sin(QO) ) S= UskIsk



