Przyktad: pole sfery jednorodnie natadowane;j

» Sfera ma promien a i gesto$¢ powierzchniowg o (jeszcze” raz)
» tadunek ma symetrie sferyczng = potencjat tez (catka)
» 7 réwnania Laplace'a

0 —%+C2 dla r<a
e r) =
—%+C4 dla r>a

» Sfera pusta w Srodku =

» Punkt odniesienia $(c0) =0 =
> Ciggtoé¢ potencjatu = m

>

Pole elektrostatyczne .

E_’(_’) do(F) ~,()r 0 da r<a
r)y=—gradp(r)=—¢'(r)- = .
= r —%f dla r>a
» Warunek brzegowy dla E
C3 F - g /7
_? 5 -0= 55 vFESfera(a)

» Stad: |—-CG3 =0 32/50 = keQSfery




Przewodniki metaliczne

> W metalach elektrony walencyjne moga sie przemieszczad
miedzy weztami sieci krystalicznej w catej objetosci. Dzigki
obecnosci tych tzw. elektronéw swobodnych, metale sa
dobrymi przewodnikami elektrycznymi.

» Po wprowadzeniu fadunku na izolowany przewodnik
metaliczny, powstate w nim pole elektryczne dziata na
swobodne elektrony powodujac ich ruch. W krétkim czasie
ustala sie stan réwnowagi, w ktérym pole elektryczne wszedzie
wewnatrz przewodnika znika.

> 7 prawa Gaussa wynika, ze gestoé¢ tadunku wewnatrz
przewodnika jest woéwczas zerowa, tj. tadunek umieszczony na
przewodniku izolowanym rozktada sie tylko na jego
zewnetrznej powierzchni.

> Fakt ten jest sprawdzony doswiadczalnie z duza doktadnoscia,
potwierdzajac prawa Gaussa i Coulomba.



Przewodniki: sprawdzanie prawa Gaussa
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Halliday, Resnick,

» Czuty miernik natezenia pradu elektrycznego E pozwala wykryé nawet niewielkie
przeptywy tadunku miedzy zewnetrzng A i wewnetrzng B metalowa powtoka
sferyczna.

» Wskazania miernika obserwuje sie za pomoca okienek O

» Przefacznik S pozwala na przemian taczy¢ zewnetrzng powtoke z baterig
(powodujac naptyw na nia tadunku) i uziemieniem.

» W doswiadczeniu nie obserwuje sie przeptywu tadunku na wewnetrzng powtoke
metalowa.



Przewodniki: warunki brzegowe

Zrédto: H&R, F. 2 A

P> Znikanie pola wewnatrz oznacza, ze w stanie rébwnowagi pole
tuz przy zewnetrznej powierzchni wyraza sie przez
powierzchniowa gesto$¢ fadunku o (1)

EzeW(F) = fzew(F) 0(F)/c0

gdzie wersor normalny iz, (F) jest zwrécony na zewnatrz
obszaru przewodnika.

» Powierzchnia przewodnika jest powierzchnig ekwipotencjalna.

» Alternatywny wzér (w zgodzie z prawem Gaussa)

EzeW(F) + fzew (F) = 0(F) /0 (21)

» Gestos¢ o(r) jest zwykle rézna w réznych punktach
powierzchni przewodnika.



Twierdzenie o jednoznacznosci

>

Niech D bedzie obszarem przestrzeni, ktéry powstaje z catej przestrzeni R3
poprzez wyciecie n + m obszaréw ograniczonych, ktérych brzegami sa
powierzchnie zamknigte Pll7 ..y P} oraz Pf, ..., P2, [fizycznie reprezentuja one
powierzchnie przewodnikéw].

Zatézmy, ze na kazdej powierzchni PL, ..., P} potencjat elektrostatyczny ¢(F)
ma zadang stata wartos¢.

Zatézmy, ze na kazdej powierzchni P127 ..., P2, potencjat ¢(7) ma nieustalona ale
stata warto$¢, oraz zadany strumien gradientu o(F) przez te powierzchnig [tj.
zadany catkowity fadunek na przewodniku].

Zatézmy tez, ze potencjat elektrostatyczny ¢(7) znika w nieskoriczonosci co
najmniej jak 1/|7| a jego gradient jak 1/|F|? lub, ze sam obszar D ograniczony
jest powierzchniag zamknietg, na ktérej potencjat jest staty i zadany lub staty i
nieustalony, ale zadany jest strumien gradientu ¢(7) przez te powierzchnie
[fizycznie oznacza to, ze rozpatrujemy rozktad tadunkéw umieszczonych
wewnatrz wydrazonego przewodnika, por. wzér (21)].

Przy powyzszych warunkach brzegowych, rozwigzanie ¢(7) réwnania Poissona
Ap(F) = —o(F)/e0, przy zadanej gestosci tadunku o(F) w obszarze D jest
wyznaczone z dokfadnoscia do co najwyzej jednej statej addytywnej [jesli
warto$é potencjatu na dowolnej powierzchni lub w nieskoriczonoéci jest zadana,
rozwigzanie jest jednoznaczne; w kazdym przypadku pole elektrostatyczne jest
wyznaczone jednoznacznie].

Twierdzenie o jednoznacznosci jest wazne, bo pozwala zgadywac¢ rozwigzania
probleméw elektrostatycznych.



Twierdzenie o jednoznacznosci: dowdd

>

Jesdli D jest obszarem nieograniczonym, niech Dg bedzie obszarem, ktéry jest
czescig wspdlng D i kuli o promieniu R we wnetrzu ktérej znajduja sie wszystkie
powierzchnie P} oraz sz- Jesli obszar D sam jest ograniczony powierzchnia
przewodzacy, Dg oznacza po prostu D w ponizszych wzorach.

Przypusémy, ze funkcje p1(F) i p2(7) sa dwoma rozwigzaniami réwnania
réwnania Poissona z t3 sama gestoscia tadunku, spetniajacymi zadane (takie
same) warunki brzegowe. Pokazemy, ze odpowiadajace im pola elektrostatyczne
E = —gradpy i 5 = —grad ¢ s3 jednakowe tj. w kazdym punkcie 7
przestrzeni Ey(F) = Ex(F).

Niech o(F) = 1(F) — @2(F) oraz E(F) = —grad o(F) = Ei(7) - Ex(7)

Pole ¢(7) spetnia réwnanie Laplace’a, co wiecej na kazdej z powierzchni
przewodzacych znika albo potencjat ¢(7) albo strumien pola

E(F’) = —grad ¢(F) przez te powierzchnie.

Dla kazdego pola skalarnego S(7) i kazdego pola wektorowego V(F) zachodzi
tatwa do sprawdzenia tozsamosé

div{S(F)V(7)} = S(7) divV(F) + V(F) - gradS(F)
Zastosujmy te tozsamosé do pél S(F) = ¢(F) oraz V(F) = E(F) = —grad o(F):
E(F)P = —E(7) - grad o(7) = (7) divE(7) — div{p(7)E(7)}

Potencjat ¢(F) spetnia réwnanie Laplace’a wiec divE(?) = —Ap(F)=0;
ostatecznie dostajemy

|E(F)? = —div{x(F)E(F)}



Twierdzenie o jednoznacznosci: dowdd

>

>

>

Catkujac ostatnig tozsamo$¢ po obszarze Di dostajemy (korzystajac z
twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego)
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Na powierzchniach Pil potencjat ¢ znika, wiec catki po tych powierzchniach
znikaja.

Catki po powierzchniach sz réwniez znikaja, gdyz potencjat ¢ jest na nich staty,
a strumien pola E przez kazda z tych powierzchni jest zerowy.

Jesli obszar D jest ograniczony, Sg jest brzegiem obszaru D, czyli powierzchnia
przewodz3acay tego samego typu co PI.l lub sz, zatem catka po Sg znika.

Jesli obszar D jest nieograniczony, Sg jest powierzchnia kuli o promieniu R.
Zgodnie z zatozeniem o zachowaniu potencjatu w nieskoriczonosci, jesli R jest
dostatecznie duze, potencjat ¢ ma na tej sferze wartoé¢ rzedu 1/R a pole E ma
wartoéé 1/R?. Strumien gpf przez powierznie sfery jest zatem rzedu 1/R i dazy
do zera w granicy R — oo.

|2

Ostatecznie stwierdzamy, ze catka potréjna z \E(F’) po catym obszarze D

znika, wiec pole E(F) znika w kazdym punkcie tego obszaru.



Przewodniki metaliczne: przyktad

» Na metalowg kule o promieniu a wprowadzono fadunek Q.
Wyznaczy¢ potencjat w catej przestrzeni.

» Dla sfery natadowanej jednorodnie z gestoécia o = @/ (4 a2)
znalezliSmy rozwigzanie r. Laplace’a

(7) keQ/a dla r<a Eﬁ(q) 0 dla r<a
olr) = r)= .
v @ dla r>a kiQQ + dla r>a

P> Powyzsze rozwigzanie jest zgodne z warunkami zadania.

» Czy tadunek moze rozmiesci¢ sie na kuli w inny sposéb?

> Nie. W obecnosci przewodnikéw metalicznych o zadanych
potencjatach lub tadunkach (oraz, ewentualnie, zadanych

tadunkéw punktowych, objetosciowych etc.) pole
elektrostatyczne jest wyznaczone jednoznacznie.



Kondensatory @(i ]))SD

» Kondensatorem nazywamy dwa przewodniki (zwane okfadkami
kondensatora), na ktére wprowadzono réwne co do wartosci
bezwglednej tadunki elektryczne o przeciwnych znakach.

> W praktyce, aby wytworzy¢ takie tadunki wystarczy chwilowo
potfaczy¢ okfadki kondensatora z baterig (ZZt); po odfaczeniu
baterii, tadunki pozostang na oktadkach.

» tadunek pojawiajacy sie na kazdej z oktadek jest wprost
proporcjonalny do réznicy potencjatéw elektrostatycznych
miedzy oktadkami (tw. o jednoznacznosci).

» Wspbtczynnik proporcjonalnosci nazywamy pojemnoscia
kondensatora C

=@ _ @
p1—¢2 U
gdzie @1 jest tadunkiem na okfadce o potencjale ¢1.
1c

» Jednostka pojemnosci jest farad: 1F = {v.



Przyktad: kondensator ptaski <<({ ‘
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Dwie réownolegte metalowe ptyty o odlegtosci d /
(matej w poréwnaniu z ich rozmiarami).

Pole kazdej ptyty przyblizamy przez pole jednorodnie
natadowowanej ptaszczyzny (w zgodzie ekwipotencjalnoscia).

W obszarze zewnetrznym pola obu ptaszczyzn znosz3 sie.
Miedzy oktadkami pola sie dodaja: wypadkowego pole to

Eﬁjzégfz—gmd—égﬂ

gdzie S to pole powierzchni oktadek, a g — tadunek oktadki
z=0.

Pojemnos¢ kondensatora ptaskiego wynosi

q S

c=—9  —2
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Przyktad: kondensator kulisty

» Kondensator kulisty sktada sie z dwéch cienkich
wspbtsrodkowych metalowych sfer o promieniach Ry, i
R, > Ry,.

» Niech g bedzie tadunkiem na sferze wewnetrznej, a —q — na
zewnetrznej.

> Zatézmy, ze potencjat elektrostatyczny w obszarze miedzy
sferami dany jest wzorem (powiedzmy, ze $rodki sfer s3 w
r=20)

> Powyzsza funkcja spetnia réwnanie Laplace'a i warunki
brzegowe na kazdej ze sfer (w przypadku sfery zewnetrznej
korzystamy ze wzoru (21) scatkowanego po jej powierzchni) ,
wiec jest jedynym rozwigzaniem naszego problemu.

» Pojemnos¢ kondensatora kulistego wynosi

1 1171
c=tno{p 7 )



