Dywergencja i rotacja pola wektorowego
» Wezmy dowolne pole wektorowe
1_}(?) = VX(X,y,Z)F+ Vy(xa}/az)j’_‘_ VZ(Xv}/?Z)E
> Wprowadzamy operator rézniczkowy V (tzw. nabla)
- -0 -0 -0
i ' = (16)
» Dywergencja pola 17( r') to pole skalarne
8V (x, y,z) NVy(x,y,z) 8V2(x,y,z)
Ox dy 0z
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» Gradient: grad S(r) = VS( ) = 85(’) +J aS(f) + EaS(r)
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Spoiler alert!

> Sita dziatajaca na czastke natadowana umieszczong w polu
elektromagnetycznym

FL=qE(F,t)+qVx B(F,t)

> Pole elektryczne E(r—', t) i magnetyczne g(F’, t) mozna znalezé
rozwiazujac réwnania Maxwella

- 1
div E(F,t) = 5Q(F, t)

rot E(F, t) = —aaté(r, t)

div B(F,t) =0

= =, 0z
rot B(F, t) :uoj(r,t)+uo€an(r,t) (17)

> Wspodtczynnik g to tzw. przenikalnos¢ magnetyczna prézni
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Przyktad: dywergencja i rotacja pola centralnego
> Pole centralne ma posta¢ V(7) = ¥ (|7]) 7/|F| = o(|F]) F

» Na sktadowych: Vy(x,y,z) = v(/x% + y? + z2) x itd.
» Liczymy dywergencje pola V(r)

NV 0 [ 5 2. }

Ox c')x{y( Xt y2 42X

— 2 2 2 2 2
= (\/x% + y? + z?) Ny 22—1—7/( x2 4+ y2 4 22)

» Stad mamy

div V(7) = o'(|F]) |F] + 32(|F])
» Liczymy sktadowe rotacji pola centralnego l_}(F’)

- 0 0
[rot V(F)] = 3])}/ 8]: = J(\x2+y?2+22) Yz

7_+_
VX2 4 y? + 72
A x2y2 p 22 d _

» Podobnie znikaja pozostate sktadowe: rot V(7) = 0




Dywergencja pola fadunku punktowego

» Pole elektryczne tadunku punktowego @
- . F
E’{ad.pkt.(r) = ke Q W

> Dywergencja :

div Epag pe.(F) =0 ZLE!

0 dla F#£0
DOBRZE!

div E_;fad.pkt.(F) = .
%9 dla =0

» Sktadowe E}ad_pkt_(F) nie sg rézniczkowalne w punkcie = 0.



Strumien pola wektorowego przez powierzchnie

» S — powierzchnia

v
3,

(') — gtadkie pole wersoréw normalnych;
() jest prostopadty do S w punkcie e S

!

3

> 9(?) dowolne gtadkie pole wektorowe

» Strumien pola wektorowego ﬁ(F) przez powierzchnie S w
kierunku wyznaczonym przez pole wektoréw normalnych
a(r)

b5 .= lim V(7)-f(7) AS;
v,5,a max{AS;}HOXI.: ( I) ( I) '

P> Prosciej:

b5 p= //ﬁ(?).ﬁ(F) d7S
S



Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

» D — obszar 3D

> S — zamknieta, kawatkami gtadka
powierzchnia ograniczajaca D, S = 0D

» () — kawatkami gtadkie pole wersoréw
normalnych do S, zwréconych na zewnatrz obszaru D.

> V(7) gtadkie pole wektorowe na otoczeniu D

> Wtedy
/// divV(7) dpV = # V(F)-(F) d7S
b S

» Powierzchnia S moze by¢ suma roztacznych czesci

S=5USU... (catka tez jest wtedy suma) D

» Twierdzneie GO to odpowiednik 3D zwyktego wzoru
[P F(x)dx = f(b) — f(a).

s, i



Strumien pola E(F) tadunku punktowego przez dowolna powierzchnie zamknieta

» tadunek punktowy Q w punkcie 4 ¢ D

- F- A
E(r) =keQz—=3

n(7)

divE(F)=0 dla F#A

Pole E(F) jest gtadkie
w otoczeniu zbioru D

Z twierdzenia GO

# E(F)-A(7) dsS = /// divE(F) d;V = 0
S D

» Strumien pola elektrostatycznego tadunku punktowego przez
dowolna powierzchnie zamknieta, ktora nie otacza tego
tadunku, jest zerowy.



Strumien pola E(F) tadunku punktowego przez dowolna powierzchnie zamknieta

» tadunek Q w punkcie A € D S 7i(7)
- s E(7)
= r—n
E(r)=keQ=s—=%
() = k0L

divE(F)=0 dla F##

Pole E(7) nie jest
rézniczkowalnew r=rn € D /

Zatozenia twierdzenia GO nie s3 spetnione



Strumien pola E(F) tadunku punktowego przez dowolna powierzchnie zamknieta

» tadunek Q w punkcie R¢D’

_— F—n
E(r):keQm

divE(F)=0 dla F#A

Pole E(F) jest
gtadkie na D’

Zatozenia twierdzenia GO
sg spetnione

# E(F)-A(F) dsS + # E(F)-i(F)dsS = 0

S Mata_sfera_S’ Q
# E(F)-A(7) dyS = — # E(F)-A(7) dyS :# E(r)-A-7) s = =
0

S Mata_sfera_S’ Mata_sfera_S’

P Strumief (w kierunku normalnej zewn.) pola E(F) tadunku punktowego Q przez

dowolna powierzchnie zamknieta, ktéra go otacza, jest réwny Q/eo



Prawo Gaussa (wersja catkowa)

» 7 zasady superpozycji i liniowosci catki odtworzyliSmy prawo
Gaussa:
Strumien (w kierunku normalnej zewnetrznej) pola
elektrostatycznego przez dowolna powierzchnia
zamknieta S wynosi Quen /20, gdzie Que, jest tadunkiem
znajdujgcym sie wewnatrz obszaru ograniczonego
powierzchnig S

QWGW

€0

JF EG) ) 055 =

S

P> Zaktadamy, ze tadunki punktowe nie lezg na same;j
powierzchni S

» Prawo Gaussa dostaliSmy jako bezpo$rednig konsekwencje
prawa Coulomba i zasady superpozycji



Prawo Gaussa (wersja rézniczkowa)
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Przypusémy, ze pole elektrostatyczne E(F) jest wytwarzane
przez ciagty rozktad tadunku o gestosci o(r').

Funkcja E(F) nie ma osobliwosci pola zwigzanych z istnieniem
tadunkéw punktowych ( przyktad: pole natadowanej kuli jest
wszedzie skonczone).

Na mocy tw. GO i prawa Gaussa, dla dowolnego obszaru
ograniczonego D, ktérego brzegiem jest powierzchnia S = 0D

mamy . .
/ / / divE(F) dsV = # E(7) - A7) drS = Quew/<0
D

S
— || ez0azv
D

Dla funkgcji ciagtych oznacza to, ze

divE(F) = o(F)/e0
Rézniczkowa i catkowa wersja prawa Gaussa s3 réwnowazne
dzieki tw. GO.



Spoiler alert!

> Sita dziatajaca na czastke natadowana umieszczong w polu
elektromagnetycznym

FL=qE(F,t)+qVx B(F,t)

> Pole elektryczne E(r—', t) i magnetyczne g(F’, t) mozna znalezé
rozwiazujac réwnania Maxwella

- 1
div E(F,t) = 5Q(F, t)

rot E(F, t) = —aaté(r, t)

div B(F,t) =0

= =, 0z
rot B(F, t) :uoj(r,t)+uo€an(r,t) (18)

> Wspodtczynnik g to tzw. przenikalnos¢ magnetyczna prézni
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Dywergencja pola rozktadéw tadunku ke = 4;80

V(X Y, 2) [ OV(X. Y. Z) Vo(X. Y, 2)

divV(R) = VV(R) = % oy s

P> Dla tadunkéw objetosciowych, réwniez bezposrednio z catki

Coulomba
E(R) = e/// ’f T o(F)dsV
|IR— 7|3

Objetosé

mozna pokazaé, ze rotE(R) = 0 oraz

L1 4
divE(R) = ~o(R)

przyjmujemy g(ﬁ) = 0 poza obszarem catkowania.



Warunki brzegowe .
Badamy nieciagtosci pola E(r) przy
powierzchni natadowanej z gestoscia
powierzchniowa o(r)

Z prawa Gaussa w wersji catkowe;:

Enad(F): finad(F) = Epod (F):inad (F) = o(F) /€0
Znikanie catki ¢ E(F) - dF
Enad(F) : 7?‘nad(F) - Epod(F) : 7?nad(F) :

gdzie T,,4(F) jest dowolnym wektore
stycznym do powierzchni w 7

Sktadowa styczna jest ciggta; sktadowa
normalna w ogdlnosci nie. Wektorowo:

Enad(F) — Epod(F) = finaa(F) 0(F) /0

ZWrot fpaq(r): od “pod” do “nad”



Moment sity dziatajacej na dipol
> Moment sity F dziatajacej na ciato w punkcie 7 liczony

wzgledem punktu odniesienia 7 to Do = (F—ro) x F
g

Prd

» Sumaryczny moment sity zewnetrznego pola elektrycznego
E(r) dziatajacej na dipol, ktérego tadunek —q jest w 1, a +q
w rF+d to
Do = (F— 7o) x (—q)E(7) + (F
~ (F— o) x (—q)E(F) + (7
jesli dipol jest dostatecznie maty.
» Dla idealnego dipola 0 momencie dipolowym g

Do = p x E(F)
» Woynik nie zalezy od wyboru punktu odniesienia O

> Moment sity obraca dipol tak, ze kierunki i zwroty p'i E(F) sa
zgodne



Dielektryki (izolatory)
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Inaczej niz w przewodnikach, tadunki w dielektrykach nie
moga sie swobodnie przemieszczad.

Elektrony moga sie jednak przemieszczaé wewnatrz
czasteczek /atoméw, z ktdrych sktada sie materiat, przez co
czasteczki/atomy uzyskuja elektryczne momenty dipolowe w
zewnetrznym polu elektrycznym.

Jedli materiat (np. woda) skfada sie z czasteczek polarnych
(posiadajacych trwate momenty dipolowe), to pod wptywem
momentu sit wywofanego zewnetrznym polem elektrycznym
momenty dipolowe ustawia sie zgodnie z polem.

W obu przypadkach, materiat staje sie spolaryzowany,
uzyskujac niezerowy wektor polaryzacji ﬁ(F) tj. gestosé
momentu dipolowego.

Catkowity moment dipolowy dowolnego obszaru ¥
spolaryzowanego ciata to

g, = /// P(7)d7V
v



Dielektryki (izolatory)

» Potencjat dipola umieszczonego w 7= 0.

]|

-

R|3

> Potencjat wytwarzany przez spolaryzowany dielektryk
P(r)-{R -7}

Sopolaryzacja(ﬁ) = ke /// Wdf\/

deipol('E\;) = ke

Dielektryk

» Potencjat ¢polaryzacja jest taki sam jak potencjat wytwarzany
przez tadunki zwigzane znajdujace sie w obszarze dielektryka
i na jego powierzchni

pow(F) = —divP(F), Taw(F) = +P(7) - Frewn(F),

gdzie ngzewn(r) jest jednostkowym wektorem normalnym do
powierzchni dielektryka w punkcie 7, pokazujacym na
zewnatrz dielektryka.

» Znaki: zwrot momentu dipolowego + tw. GO.



