Rézniczkowanie funkcji ztozonej (przypomnienie)

» Jedli funkcja f(x1, x2, ... , xp) oraz funkcje X;(t) sa
dostatecznie regularne, to

%f(Xl(t),...,X,,(t)): 68;1(2(1(15),...,2(,,(t)))(1’(t)Jr
+...+

+§; (X1(t), - . ., Xa(£))XL(1)




Rézniczkowanie funkcji ztozonej (przyktad)

» Przyktad: wezmy funkcje trzech zmiennych

f(x,y,z) = xy*z*

jej pochodne czastkowe to

of(x,y,2) — 23 of(x,y,2) —2xy73, of(x,y,2) — 3x )22
Ox oy 9z

Wezmy teraz funkcje ztozona
() = F(X(1), V(t), 2(1)) = X(t) Y()* Z(¢)°

gdzie X(t),Y(t), Z(t) sa pewnymi funkcjami “czasu” t, i obliczmy jej pochodna

©'(t) = X(t) V(1) 2(¢)*] + X(t)% [V(8)? 2(2)°]

= X'()Y(1)? Z(1)° + 22 (1) Y(1) V' (1) Z(1)° + 3X () V(1) Z(1)* Z'(t)
_of of f

5 (X (), (1), Z(t))/\"(f)Jr@(X(f),y(t): Z(t))y’(tH%(X(tL (1), 2()2'(t,



Powierzchnie ekwipotencjalne
> Niech 7(t) = x(t) i + y(t) j+ z(t) k parametryzuje pewna
krzywa w przestrzeni 3-wymiarowej, lub np. reprezentuje ruch
ciata w funkgcji czasu.
» Dla funkgji f(r') = f(x,y,z) mamy

GO = G FOWE + 5 O (0 + 5 () (0
— aradf(F(t)) - drd(tt)

P> Zastosowanie: Jesli czastka porusza sie po powierzchni
ekwipotencjalnej to ¢(7'(t)) = const wiec pole
elektrostatyczne Ejest prostopadte do powierzchi
ekwipotencjalnej

» Niech rj = r'(t1) oraz i, = r'(tp) wtedy
to .

o)~ o) = - [ Er(0) T

t1



Powierzchnie ekwipotencjalne
[5) .
o3 - o) = - [ Er) Tae )
t
» Odwrotnie, jesli pole Ejest ;rostopad’fe do powierzchni w
kazdym jej punkcie, to jest to powierzchnia ekwipotencjalna.
> Widzimy, ze pole Ejest zwrécone w strone punktéw o
mniejszym potencjale
> Mozna tez pokazaé, ze kierunek pola Ejest kierunkiem
najszybszej zmiennosci potencjatu.
» Z wyprowadzenia jest jasne, ze catka w (15) nie zalezy od
parametryzacji krzywej K opisanej przez r(t), ani nawet od
samej krzywej K. Oznaczamy j3

A—"r
> Whiosek: Catka z pola elektrostatycznego po dowolne;j
krzywej zamknigtej jest réwna zero: ¢ E(7) - dF =0



Napiecie elektryczne

> Napiecie elektryczne to réznica potencjatéw elektrycznych
miedzy dwoma punktami pola elektrostatycznego

Un =2 o1 = 9(@) - (@) =~ [ E(F)-d7
A—F
» Podobnie jak potencjat elektryczny napiecie jest skalarem.

» Czesto oznacza sie je strzatka pokazujaca w ktéra strone
liczona jest réznica potencjatéw



Napiecie Upy = (i) — p(A) = — [ E(F)-dr

n—r
/[ \
i?zl—l ?1

» Przyktad: wyznaczyé napiecie Up; miedzy punktami
r» = [—a,0,0] oraz 4 = [+a,0,0] w jednorodnym polu
elektrycznym E(F) = [Eo, 0, 0] catkujac po krzywej niebieskiej
i czerwonej.

> Krzywa niebieska :

dr(t
F(t):[_at>070]7 t1=-1, b =+1, ,(‘1(1_'):[_37070]
1

t
Uy = —/E(F(t)) . d’;l(tt)dt = an/dt =2Ea

t1 -1




Napiecie Upy = (i) — p(A) = — [ E(F)-dr

n—r
/[ \
i?zl—l i)[

» Przyktad: wyznaczyé napiecie Up; miedzy punktami
r» = [—a,0,0] oraz 4 = [+a,0,0] w jednorodnym polu
elektrycznym E(F) = [Eo, 0, 0] catkujac po krzywej niebieskiej
i czerwonej.

» Krzywa czerwona (pétokrag) :

dr(t)

r(t) = [acos(t),asin(t),0], t1 =0, tp =, T [—asin(t), acos(t),0]
= — [ (7 -dF(t) = [ in = — - =
Uny = /E( (1) Pae an/s (t)de = Eoa( - cos(t) =260

t1 0



Napiecie Uy = (%) — @(R) = — [ E(F)-dF

n—r
/[ \
i?zl—l i)l

» Przyktad: wyznaczyé napiecie Uz; miedzy punktami
r» = [—a,0,0] oraz i = [+a,0,0] w jednorodnym polu
elektrycznym E(F’) = [Eo, 0, 0] catkujac po krzywej niebieskiej
i czerwonej.

P Inny sposéb: zauwazmy, ze potencjatem pola jednorodnego E
jest funkcja liniowa

o(x,y,z) = —Epx

i =inA—a 0D —in(2a00N=2Fa



Napiecie a praca

» Praca sity potencjalnej ﬁ(F) przy przesuwaniu ciata z
pofozenia r; do 7 to

» Dla sity elektrostatycznej l-:(r_') = ql_E(F') dziatajacej na
tadunek prébny g

Wr_p = —qUx

» Napiecie miedzy dwoma punktami to praca jaka trzeba
wykona¢ przeciwdziatajac sitom elektrostatycznym przy
przenoszeniu tadunku miedzy punktami pola podzielona przez
warto$¢ fadunku.



Zrodio:
Dipol elektryczny d e

» Dipol elektryczny to uktad dwéch fadunkédw punktowych o
przeciwnych wartosciach +q i —q, rozseparowanych o wektor
d pokazujacy od potozenia —q do potozenia +gq.

» Wyznaczymy pole E dipola w duzej, w poréwnaniu z jego
rozmiarami, odlegtosci od niego.

> Wybieramy uktad wspétrzednych tak, ze tadunek —q jest w
jego poczatku, 1 =0, g1 = —q. Wtedy > = d, q» = +q.

» Pole elektryczne w punkcie 7

> Liczymy |[F—d]2=(F—d) (F—d)=F-F—2F-d+d-d =
r> —2rdcosf + d? gdzie r = |F|, d = |d|, a 0 jest katem
miedzy ra d

Q,



Zrodio:
Dipol elektryczny d v

» Pole elektryczne w punkcie

. F F—d
E(r) = —keqiz3 + keq———==
(1) = ~hedpp + 9 g5
. 1 (2 2\—3/2 _
» Potrzebujemy g = (r* —2rdcosf + d?) =
—3/2 -3/2
r—3 (1 — 2% cosf + ‘:—;) / ~r3 (1 — 2% cos@) / dla
r>d
> Funkcje f(x) = (1 + x)">/2 mozna dla matych x przyblizyé
przez
3
f(x) =~ f(0)+f(0)x=1— 5 X
1,3 d
> E ik (1 +37 cosﬁ)
> |;:Ci|3 ~ L(F—d) (1 +34 cos@) ~
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Dipol elektryczny d

» Pole elektryczne w punkcie 1’

r r—d

E(r keq—= + k =
F—d 1 /. - _d . 1({. - _Fd.
|F_J3R:r3(r—d+3rc059r>:r3(r—d+3r2r>

> Pole dla || >> |d| zalezy tylko od elektrycznego momentu
dipolowego

» i ma postaé
= 1 rp. - -

» Pole dipola maleje jak 1/|7|® dla duzych |7|
» Pole dipola nie jest sferycznie symetryczne



Dipol elektryczny
» Pole dipola idealnego




Dipol elektryczny
» Pole dipola fizycznego




Potencjat dipola idealnego J Jrodio

e —®

» Wyznaczymy potencjat dipola idealnego rozwigzujac réwnanie
E(r) = —grad ¢(r)
» Pole elektryczne dipola ma postaé

= o 1 (,rp,
E(r):ke_,—P <3_,2r —p>

» Woybieramy ukfad wspétrzednych tak, ze moment dipolowy g
ma kierunek i zwrot zgodny z osig z

= 1 zp
E(7) = ke (3|F|2[x,y, 2 - [0.0, p])

P> Poszczegdlne sktadowe pola elektrycznego to

xXzp

. . yzp . 1 (,2%p
E.(F) = 3ke FHEk E, (7)) = 3ke R E.(r) = kei=3 (3_,‘2 —P>



Potencjat dipola idealnego c 3 Wiki
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Ex(F) =3ke"=e . E/(F) = 3ke

[$)]

> E(F) = —gradp(F) =
o(r) = —/EX(X,y,z)dx: _/3ke xzp dx

t=x*+y?+2°

3 d 1
_ _2/<epz/155/2 = +kepzt3/2 + Ci(y, 2)

dt = 2xdx
=kt e TA2)
» Funkcje C1(y, z) dostaniemy z réwnania 6“2&/?) =—E/ ()
do(r)  0Ci(y, 0 1
o(7) _ Gy, 2) | {kep }
dy Oy oy (x2 4 y2 4 72)3/2

e A — ke
dy 2 pz(x2+y2+22)5/2



Potencjat dipola idealnego © 67 ‘

. xzp . yzp . 1 (,2%p
Ex = ke_,i, E = ke =5 E, :keT T=
(r) 3 |I’|5 y(r) 3 |r|5 (I’) ’r|3 (3‘r|2 P)
» Z réwnania ag—(?) = —E,(7) dostajemy %}}:’z) = 0 wiec
Ciy, z) = C2(2)
(p(F) = ke pZ(X2 +y2 + 22)3/2 —|—Cz(Z)
» Pozostato réwnanie 8%—(:) = —E,(r). Liczymy pochodna
op(r)y 0Cx(z) O { 1 }
= — gk
0z 0z oz pz(X2 + y2 + 22)3/2
~9Ca(2) N ke p 3 2 ke p 22
0z (x2+y2+22)3/2  2(x®+y?+ 22)5/2

Widzimy, ze 8662§z) =0, czyli Co(2) = C
> Statg C wybieramy jako réwna zero, co gawarantuje, ze
potencjat znika w oo odlegtoséci od dipola



Zrodlo:
Potencjat dipola idealnego : J Wiki
» Potencjat dipola idealnego lezacego wzdtuz osi z

N pz

> W postaci niezaleznej od wspdtrzednych

» Dla duzych || potencjat dazy do zera szybciej niz potencjat
fadunku punktowego

> Przedstawiona metoda pozwala wyznaczy¢ potencjat przy
zadanym polu elektrostatycznym w dowolnej sytuacji.

> Na ogét réwnania dla y-owej i z-owej sktadowej pola daja

. . . 0C1(y,z) . OCa(z2) £
nietrywialne warunki na oy | oz ktére trzeba

catkowaé podobnie jak réwnanie na W. Nie mozna
zapominaé o potencjalnej zaleznosci “statych catkowania” od
zmiennych po ktérych nie catkujemy.



