Strumien pola wektorowego przez powierzchnie

» S — powierzchnia P

r') — gtadkie pole wersoréw normalnych;

r') jest prostopadty do S w punkcie Fe S

> V(7) dowolne gtadkie pole wektorowe

> Strumien pola wektorowego V(7) przez powierzchnie S w
kierunku wyznaczonym przez pole wektoréw normalnych
a(r)
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» Dla powierzchni ztozonej z kilku gtadkich czesci S;, strumien
jest suma catek po poszczegdlnych S;.



Przyk tad 1 Zrodlo: W1kz1pedla

» Obliczy¢ strumien jednorodnego pola i
elektrycznego E(7) = [0, 0, Eo] przez
powierzchnie potsfery
Rty 2 =220
z polem wersoréw normalnych
zwréconym “od$rodkowo”

» Parametryzacja (p6t)sfery o promieniu a

x=2(0,¢) =asinf cos ¢,

y =%(0,¢) = asinf sin ¢, 0<0<7/2
z=2(0,¢) = a cosb. 0<¢p<2rm
» Pole wersoréw normalnych
a(r) = r_ [X, X, Z} = [sin @ cos ¢, sin € sin ¢, cos 0]
a a'a a

» Strumien
71'/2 2T

¢ = // E(F)-a(F) :/ /Eocose

Pétsfera 0=0 ¢=0



Przyktad 1

» Strumien

/2 on
¢ = / /Eo cosf a°sin 0 dode
6=0 =0
» Catka iterowana
/2 2
<D:an2/ cosd sianH/ do
0=0 $=0

» Podstawienie t = sinf, dt = cos8d#,

1 27
' 1
¢:an2/ tdt/ <1(‘):§-2W-an2
=0

t=0 o

Zrodlo: Wikipedia
z




Przykfad 2: strumief pola E(7) fadunku punktowego
przez sfere o srodku w tym tadunku

» Policzymy strumien przez sfere w kierunku
normalnej zewnetrznej 7l

=

ﬁ(F):ﬁzeW(F):F/‘H

» Pole tadunku punktowego: 2 Q
= r

E(r)=ke@Q W
» Funkcja podcatkowa
E(7)-A(F) = ke Q

» Strumien

o k k
o= £yt ars eQ#dfsz Dt = ark Q=
Sfera Sfera 0

> Wynik nie zalezy od promienia a sfery



Prawo Gaussa (wersja catkowa)

» Strumien (w kierunku normalnej zewnetrznej) pola
elektrostatycznego przez dowolna powierzchnia
zamknieta S wynosi Quew /20, gdzie Que, jest fadunkiem
znajdujgcym sie wewnatrz obszaru ograniczonego
powierzchnig S

# E(F)- R (7) dp§ = e

€0
S

P> Zaktadamy, ze tadunki punktowe nie lezg na same;j
powierzchni S

» Mozna pokazaé, ze prawo Gaussa jest bezposrednia
konsekwencje prawa Coulomba i zasady superpozycji.

» Zastosowanie: wyznaczanie pola E uktadéw o wysokiej
symetrii.



Pole E sferycznie symetrycznego rozktadu tadunku

» Przyktadowo, jesli o(7") jest sferycznie symetryczna, czyli
o(r) = o(I71),
(7)

P pole elektryczne ma postac

[~

E(F) =07

» Nieznana funkcje £(|7|) mozna dostac z prawa Gaussa w
wersji catkowe;.

~



Pole E sferycznie symetrycznego rozktadu tadunku

E(F) Zg(l?\)m : a(r) = r/|7| "
E(r)-n(r) = £(|r])
» Strumien
= # E(F) - A(F) dsS = £(7)) #d,s — (|
Sfera Sfera

» Z prawa Gaussa: E(|F|)4n|7|?> = Q(|F])/<0
gdzie Q(|r|) jest catkowitym tadunkiem zgromadzonym
wewnatrz sfery o promieniu |7|
g QU7
(r) - =12 |2
4reg |F']? |7
> Wzér ten obstuguje réwniez wczesniej rozwazany przypadek
jednorodnie natadowanej sfery
» Dla || > a odtwarzamy prawo Coulomba.



Pole

Ejednorodnie natadowanej ptaszczyzny

Nieskonczona ptaszczyzna z = 0 jest jednorodnie natadowana
z gestoscig powierzchniowa o.
Gesto$¢ fadunku nie zalezy od x i y (jest niezmiennicza
wzgledem przesunie¢ w kierunkach wersoréw tych osi).
Jest tez niezmienicza przy obrotach wokét osi prostopadtej do
ptaszczyzny,
oraz obrotach o 180° wokét osi lezacej w jej pfaszczyznie.
Pole elektryczne ma postaé (l?jest wersorem osi z)

E(F) = &(|2)) 5k

2|

Pole E(F) mozna teraz dosta¢ z catkowe] wersji prawa Gaussa
— ¢wiczenia o 2

E(F)=——k 11

()= 5o (11)

Po kazdej stronie ptaszczyzny z = 0 jest to pole jednorodne.
Wz6r (11) mozna stosowaé do ptyt o skonczonych
rozmiarach, jesli odlegtoé¢ punktu 7" od ptyty jest mata w
poréwnaniu z odlegtosécia 7 od krawedzi ptyty.



Pole E nieskonczenie dtugiego walca

» Nieskonczony walec o promieniu R, ktérego o$ symetrii
obrotowej pokrywa sie z osig z, ma objetosciowa gestosé
fadunku o symetrii walcowe]

o(7) = 8(y/x®* + y?)

» Pole elektryczne ma postaé

=N X - y -
E(r):é’(vx2+y2){\/x2+y2,+ \/x2—|—y21}
=E&(p) {cos ¢ + sin gzﬁf} =E(p)i

gdzie 7 jest wersorem normalnym do powierzchni bocznej
walca o promieniu p = \/x2 + y?2

» Prawa Gaussa pozwala wyrazi¢ E(F’) na zewnatrz walca przez
liniowa gestos$¢ tadunku A (¢wiczenia)

—

E(F) =

2720[) {cos ¢i + sin (ZSJT}



Gradient
» Gradientem funkgji skalarnej V(7') = V(x,y, z) nazywamy
pole wektorowe
oV(x,y,z) » OV(x,y,z) » 0OV(x,y,z) -
_Vxy.2) = (y)JJr (x,y.2)
Ox Oy 0z

» Przyktad: obliczymy gradient funkgcji sferycznie symetrycznej

Vs(r) = Vs(x,y,2) = V5(|F|) = ¥s(\/x* + y2 + 22)

Pochodna po x:

8V5(X,y,2)
ox

grad V/(r)

0
— / 2 2 2 2 2 2
UV R e) . S—

i podobnie dostajemy pochodne po y i z. W efekcie
grad Vs(7) = 75(1)



Potencjat tadunku punktowego
> Vs(F) = W5(Fl) = eradVs(F) = 75 () £
> Kazde centralne pole wektorowe C(F) = €/(r) 17 mozna
przedstawi¢ jako gradient pola skalarnego

» Pole elektryczne tadunku punktowego umieszczonego w
poczatku uktadu

Erad.pke.(F) = —5
r |
mozna przedstawi¢ jako
E’fad.pkt.(F) = _grad So}ad,pkt,('?)
gdzie
ke @

r

Phad.pkt. (F) =

> Funkcje ¢4, (7) nazywamy potencjatem elektrostatycznym
pola tadunku punktowego.



Potencjat tadunkéw punktowych

» Dla fadunku punktowego g; umieszczoengo w punkcie r; pole
elektryczne

~ . r—F
Etad.pke. () = ke qi 7o JP
1
jest ujemnym gradientem funkcji ¢(r)
. ke qi
Satad.pkt,(r) = |F»_ —f|
1

> W efekcie pole dowolnego uktadu nieruchomych tadunkéw
punktowych

~
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jest postaci E(F) = —grad o(7) gdzie

P(F) =2 e

|F' =il

~

1

E(F):Zkech




Potencjat ciggtych rozktadéw tadunku

» Mozna pokazaé, ze catka

o(R) = /// Rl (12)

Objegtosc

jest potencjatem pola oqutosaowego rozktadu tadunkéw

=t | e

Ob_]QtOSC

» Dla tadunkdéw powierzchniowych potencja’f ma postaé

H(R) _k// el (13)

Pow1erzchn1a

» Dla tadunkéw liniowych
3\ _ ke/ _
() IR

. . Krzywa .
P Sumujemy po wszystkich tadunkach; catkujemy po

1

A(F)dAL (14)

— |

objetosci/powierzchni/krzywej zawierajacej wszystkie fadunki; dla obszaréw



Potencjat elektrostatyczny - podsumowanie

> Pole elektrostatyczne E(7) wytwarzane przez nieruchome
tadunki mozna przedstawi¢ jako ujemny gradient potencjatu

pola elektrostatycznego ¢(r') = ¢(x, y, z)

= R dp(x,y,z) » 0v(x,y,z) » Op(x,y,z) -
E(F) = —erad o) = — w(axy )~ w(ayy )7 w(azy ) ¢

> Sita elektrostatyczna dziatajaca na tadunek prébny umieszony
w polu F(F) = q E(F) = —qgrad o(F) = —grad {q (F)}
jest sita zachowawcza.

» Elektrostatyczna energia potencjalna &(7) tadunku
puntowego g umieszczonego w punkcie 7 pola to

E(F) = qe(F)

» Jednostka potencjatu pola elektrostatycznego w uktadzie SI

jest wolt: 1V =1J/C
> Jednostka pola elektrycznego E(F’) jest wolt-na-metr 1V /m



Potencjat elektrostatyczny - podsumowanie

» Potencjat elektrostatyczny ¢(7) jest zdefiniowany przez
réwnanie

agp(x7y7z) I_’_ 8@(X’y72) JT’_ 8@(X7y72) E

E(r) = _grad@(r) = - Ox 8)/ oz

» Oznacza to, ze jest on wyznaczony tylko z doktadnoscig do
statej addytywne;j.

» We wzorach ma potencjat punktowych i ciggtych rozktadéw
tadunku

_ ke q; - 1 -
AR = =T R =k [[[ e
i IR =il JJ IR=T]

Objetosé
stata wybrano tak, ze potencjat znika w nieskonczonosci.

> W wyidealizownych sytuacjach z rozktadami tadunku
rozciaggajacymi sie do nieskofnczonosci, taki wybér prowadzi do
rozbieznych catek na potencjat i trzeba wybraé inaczej



Powierzchnie ekwipotencjalne

Phad.pkt. (F) -

oy
i \

» Powierzchnia ekwipotencjalna to powierzchnia na ktérej
potencjat ma stata wartos¢.

» Dla tadunku punktowego powierzchnie ekwipotencjalne sa
sferami wspotsrodkowymi z tadunkiem.



