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Przyktadowe zadanie E(F) =" kea;

~

. 7|
> Wybieramy uktad wspétrzednych zwigzany ze érc;dkiem
kwadratu

52[73/2’3/2’017 qa =q, 5:[+3/2,2/2,0], q2:—2q,

r3=1[a/2,—a/2,0], gq3=2q, rn=[-a/2,—a/2,0], qa=—q,

> Wektor punktu obserwacji
r=10,0,0] = F—rnl=yT+%=



Przyktadowe zadanie g = 1078C, a = 5cm.

Fi-:[_a/2‘/a/270]7 q =4q, _»:[+a/2,a/270], (]2:—2(77

F3 - [3/27 73/2301 y q3 = 2q7 4 = [7‘3,//2' 7‘3/’/2‘01 ) g4 = —q,

- 4 0—
E( =
0) z:l O—r

Z qifi = qifi + G212 + q3r3 + qara = [0, —q a, 0]
i=1

2v/2ke \f
= 25qa0,1.0] = q2 [0,1,0]

V2|q| 1.41-1078C o105
 2me0a®  6.28-8.85-10712F (0.05)2m2 m




Przyktadowe zadanie




Wspotrzedne biegunowe

Ay

oY 0¥

0%  oX

0 0
det [ P ¢
op 0

(X,y)<—>(p,¢))
x =2 (p,$) = p cos¢, 0<p<oo
y=%(p,¢) = psing, 0<¢<2n

p=1x*+y?,

» Element powierzchni dS = pdpde



Wspétrzedne biegunowe dS = pdpde
» Obliczy¢ pole S kota opisanego przez x> + y? < R2.
> We wspédtrzednych biegunowych koto opisane jest przez
warunek p? < R?
» Zeby dostaé cate koto bierzemy

0<p<R, 0<o<2r

> We wspédtrzednych biegunowych koto jest prostokatem

> Pole R ox
S= /l-dS—/ /pdpd¢
R

Koto p=0 ¢»=0
21
= [ pdp / de
p=0 ¢=0




Wspotrzedne walcowe

z
SN
P
0 >
P Y
- Zrodlo: Wikipedia
(x,y,2) < (p, ¢, ¢)
X:‘%(p7¢7C):pCOS¢7 0<p<oo
y:@(p»QS’C):PSiana 0<¢<27{'
z=2(p,9,¢) =¢. —00 < ( <0

p=1\/x>+y*,

Bedziemy zwykle pisa¢ z zamiast (



Wspétrzedne walcowe  (p, ¢, ()

oL  0X X

9p 96 ¢

A 4
det Bp 06 OC
> 0 0% 0%

y dp 99  OC

X www.fuw.edu.pl/~golnik/fizykallewicz/dodatek01. pdf
» Element objetosci: dV = pdpdédz

» Element powierzchni bocznej walca o promieniu R (tj.
opisanego réwnaniem p = R):dS _ Rd¢dz
> Jednostkowy wektor prostopadty do powierzchni bocznej

walca p = R: w punkcie (x, y, z) walca, x? + y? = R?

= [;,E,O} = [cos ¢, sin ¢, 0]



Wspotrzedne sferyczne
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Zrodlo: Wikipedia

(X,y,z)<—>(r,6,¢)
x=2(r,0,¢) =rsinf cos ¢, 0< r < oo
y=%(r,0,¢0) =rsinf sin ¢,

<
= Z(r,0,¢) =r cosb. <

0<é<m
0<op<2m

f:\/m, rsin6:\/>?y2



Wspotrzedne sferyczne

Zrodlo: https://www.fuw.edu.pl/~golnik/fizykallcwicz/dodatek01.pdf

X

P> Element objetosci:

Z=1r cosb
020X
or 00
oW oW
~det| G- G
y 0F 8%
or 00

dV = r?sin0drdfd¢

o
99

oY
09
0Z
99

» Element powierzchni sfery o promieniu R (tj. opisanej
réwnaniem r = R):

dS = R%sin0dfd¢

= r?sinf

» Jednostkowy wektor prostopadty do powierzchni sfery r = R
w punkcie (x, y, z) sfery, x> + y? + z° = R?

—

n—

|

Xy
R'R’R

Z} = [sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos 6]



Wspétrzedne sferyczne dV = r?sinfdrdfdo
» Obliczy¢ objetoéé V kuli opisanej przez x> + y? 4+ z° < R?.
> We wspdtrzednych sferycznych kula opisana jest przez

warunek r? < R?
» Zeby dostaé cata kule bierzemy

0<r<R, 0<O<m, 0<o<22m

> We wspédtrzednych sferycznych kula jest prostopadto$cianem
> Objetosé o

v [[[x dv/': | /rs.nedrded¢

Kula r=0 6=

™

27
—/ 2dr/ sin 6 d6 / do
r=0 9=0 <>! 0
L s
3

21 R3
= 27? {—cosm + cos 0}

Sl

[¢ ):O




Reguty catkowania (czyli reguty rézniczkowania od tytu)

> L(F(t)+G(t) = F'(t)+ G'(¢) =
J(f(t) + g(t))dt = [ f(t)dt + [ g(t)dt
4 (cF(t)) =cF'(¢) = [cf(t)dt =c [f(t)dt
5 (F(G(1))) = F'(G(1))G' (1) =
JF'(G(t))G'(t)dt = F(G(t))+ C
> S (F(0)G(1) = F'(1)G(t) + F(£)G'(t) =
[ F'(t)G(t)dt + [ F(t)G'(t)dt = F(t)G(t) + C
» de=0 =  fodt=C
>%<%):t’< = ftkdt:%+c
> % (In(t)) = % oraz % (In(—=t)) = % = J %dt =In(|t])+ C
> %(ef):ef = [etdt=et+C
> ;—0 sin(0) = cos(0) = J cos(0)d6 = sin(0) + C
> %(f cos(6)) = sin() = ['sin(8)d6 = — cos(8) + C



Gesto$¢ tadunku elektrycznego

> Gestoscig (objetosciowa) tadunku elektrycznego o(r')
nazywamy stosunek catkowitego tadunku AQ w obszarze
otaczajacym punkt 7 (tj. sumy tadunkéw wszystkich czastek
znajdujacych sie w tym obszarze) do objetosci AV tego
obszaru, w granicy gdy ta objetos¢ dazy do zera (przy
zachowaniu makroskopowych rozmiaréw tego obszaru)

" i AQ
oF) = INAYNY

» Réwnowaznie, o(F) to taka funkcja, ktérej catka po
dowolnym (kazdym) obszarze tréjwymiarowym
(makroskopowym) ¥ daje znajdujacy sie¢ w tym obszarze

fadunek Qv
Qy/ = /// Q(F)df\/
v

d7V = dxdydz, drV = pdpdedz, d7V = r?sin 0 drdfde



Gesto$¢ powierzchniowa tadunku elektrycznego

>

Dla cienkich powtok (powierzchni) wygodniej jest méwic o
fadunku przypadajacym na jednostke powierzchni powtoki, tj.
o gestosci powierzchniowej fadunku elektrycznego o(r) na
powierzchni S.

o(r) to taka funkcja na powierzchni S, ktérej catka po
dowolnym (kazdym) fragmencie . powierzchni S daje
znajdujacy sie na tym fragmencie fadunek Q&

Qe = //U(F’)d;S
K%

Dla ptaskiej powierzchni

drS = dxdy, d7S = pdpdo
Dla sfery o promieniu a

dzS = a’sinf dode
Dla powierzchni bocznej walca o promieniu a

;S = adgdz



Gesto$¢ liniowa tadunku elektrycznego

» Dla cienkich nici (krzywych) méwimy o tadunku
przypadajacym na jednostke dtugosci krzywej, tj. o gestosci
liniowej tadunku elektrycznego A(7) krzywej L.

> \(F) to taka funkcja na krzywej L, ktérej catka po
dowolnym (kazdym) fragmencie £ krzywej L daje znajdujacy
sie na tym fragmencie tadunek Q¢

Qs — / A(7)dr

<z
> -
Dla okregu o promieniu a AL — ado
» Dla krzywej ptaskiej bedacej wykresem funkcji y = f(x) (wzér

z Analizy 1)
drLl = /1 + f'(x)?dx
» Dla dowolnej krzywej r(t) w 3D sparametryzowanej przez t
(wzér z Fizyki) L ‘df’(t) ‘ N
T dt



Zasada superpozycji ke = 72

o 47!'60
» Dla tadunkéw punktowych
. R -7
E R — k — 4
(R) e Z R F,7|3q

i

» Dla tadunkéw objetosciowych

] Efn

Ob_]QtOSC

=

P> Dla tadunkéw powierzchnlowych

E( _k// _r|3 (7)drS (8)

P0w1erzchn1a
» Dla tadunkéw liniowych g_ -7
R —r
E(R)= ke/)\ r)drL 9
(R)= ke | = fpO ©)

P Sumujemy po wszystkich ’fadunkacﬁ catkujemy po
objetosci/powierzchni/krzywej zawierajacej wszystkie tadunki; dla obszaréw

mieszanvch dodaiemv wktadv od ré7nveh catek



Jednorodnie na’radowana sfera o promieniu a > 0

//| H|3 drS, o = const

Sfera

» Szukamy pola E(ﬁ) w dowolnym punkcie R

» Kazdy punkt przestrzeni lezy na prostej przechodzacej przez
$rodek sfery, i bedacej osig z odpowiednio dobranego uktadu
wspbtrzednych, ktérego poczatek pokrywa sie ze Srodkiem

sfery. '\ /‘

/ ﬁ Zrodlo: Wiki




Jednorodnie natadowana sfera o promieniu a > 0

AR zrdto

izp //\ EETA (10)

Sfera

P> Kazdy punkt przestrzeni lezy na prostej przechodzacej przez
Srodek sfery, i bedacej osig z odpowiednio dobranego uktadu
wspbtrzednych.

> Punkt obserwacji R = [0,0, d].

» Punkt sfery we wspétrzednych sferycznych (r, 8, ¢)
r=lasinf cos¢,asinf sing,a cosb|.

> R—F= [-asinf cos¢p,—asinf sing,d — a cosd].

» |[R—7F2=(R-7)-(R-7)=R-R—2R-F+F-F=
d? — 2dacos + a®

> clement powierzchni d7S = a®sin § dfd¢

> sfera we wspdtrzednych sferycznych jest prostokatem

0o, 0< ¢ <2m, r=a



Jednorodnie natadowana sfera o promieniu a > 0

. R_7
E(R):keU//MdFS

Sfera
27
—asind —asinfsing,d — 0
ko / [—asinf cos¢,—a sin smq§,3/2 a cos ]aQSinQdegb
020 oo (d? — 2dacosf + a?)

27

3

[-asinfcoso,—asinfsino,d— acosb]
D

keo a* [ sinfdo /'m
) , : (d? — 2dacos ) + a2)%/2

¢=0
[0,0,27(d — acos@)]
(d? — 2dacos 0 + a2)%/2

2 [ singdo

= keo a

é\ﬁ <”3

0=
Pole ma tylko sktadowa z-owa

E,(R) = 2nke o 32/ sinfdd
=0

(d — acosb)
(d? — 2dacos 0 + a2)%/?




Jednorodnie natadowana sfera o promieniu a > 0

g\gm: Wiki

\
1 Yy

%
LR
&} !

“.



Sfera o promieniu a > 0, pole w punkcie R = 0,0, d]

(d — acosb)
(d? — 2dacos 0 + a2)%/?

E,(R) = 2nke o a2/ sinfdf
=0

Podstawienie t = d? — 2dacos 6 + a® = dt = 2d asin #d6

t—d?—a%2 t+d?-2a?
d—acosf =d+ T i 2

2d 2d
) (d+a)? d2 )
5 t+d°—a
E,(R) = 2rkeo a®— L 1
( ) TKe O @ 2da / 2dt3/2 .I't“dt:%-‘rc
t=(d—a)?
) (d+a)?
= 27ke 0 22(2d)2a / dt {t*1/2 + (d? - a2)t*3/2}
t=(d—a)?
(d+a)?
1 172 #—1/2
_ 2 2 2
=2rkeo a (d)2a {1/2 +(d°—a )_1/2

t=(d—a)?



Sfera o promieniu a > 0, pole w punkcie R = 0,0, d]

. , 1 t+1/2 , , t_1/2 (d+a)?
E,(R) =27k —
(R) =2mkeo 2 (2d)2a{ 15 (-2 )—1/2}
t=(d—a)?
1 (d+a)?
_ 2 F1/2 (g2 212
4 a Uke(2d)2a {t (d°—a%)t }
t=(d—a)?
d2 _ a2) (d2 _ 82)
=47 2% o ke Cjd—a =t
mao (2d)2a{|d—|—a| |d — a| a3 + =2l

+xdlax>0
\ x2 — — =
X_‘X‘_{fxdlax<0

Dla d > a > 0 wyrazenie w nawiasie klamrowym to
{...}={(d+a)—(d—a)—(d—a)+(d+a)} =4a

Dla 0 < d < a mamy

[ ={(d+a)—(a—d)—(d—a)—(d+a) =0

Pole wewnatrz sfery znika; pole na zewnatrz wyglada jak pole tadunku punktowego

Q = 4m a2 0 umieszczonego w centrum sfery (Newton, 1687)

E,(R) = 4r a® o ke/d?



